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Possiamo ottenere la “sezione aurea” di un segmento dividendolo in due parti a e b, tali che il rapporto tra l' intero segmento a+b e la parte più lunga a sia uguale al rapporto tra la parte più lunga a e la parte più corta b:
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Se inoltre usiamo nella proporzione la proprietà dello scomporre otteniamo di nuovo lo stesso rapporto, che dunque si rigenera all’ infinito sia per sottrazione che per addizione di segmenti:
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Tale rapporto viene indicato con  e siamo in grado di determinare il suo valore. Basta scrivere:
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Se ora dividiamo nel primo membro numeratore e denominatore per b, tenuto conto che                 
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otteniamo:

Moltiplicando entrambi i membri per  , si ha perciò  + 1 = 2, da cui l' equazione:

[image: image6.png]


2 −  − 1 = 0
che ha l' unica soluzione positiva                                        

è un numero irrazionale, e possiede proprietà particolari. Se p. es. viene elevato a quadrato oppure ne calcoliamo l’ inverso otteniamo ancora un numero irrazionale avente la stessa identica sequenza di cifre dopo la virgola:
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                                        = 2,6180339887…;                           = 0,6180339887…

La scuola pitagorica: la sezione aurea nel pentagramma stellato.

Nel VI° sec a.C. si raccolse a Crotone, intorno alla figura di Pitagora, una scuola che vedeva nel numero l essenza divina di tutte le cose, la chiave di lettura del cosmo.
I suoi membri (i pitagorici) avevano una particolare considerazione per alcuni numeri e per certe figure geometriche, come il pentagono regolare stellato, che essi chiamavano “pentagramma”, in cui le diagonali intrecciandosi formano un altro pentagono regolare, interno al primo e rovesciato.

E’ probabile che, studiando questa figura, avessero scoperto la seguente proprietà: due diagonali si tagliano proprio secondo la proporzione aurea, in una parte più lunga, pari al lato del pentagono grande, e in una parte più corta, pari a una diagonale del pentagono interno.

[image: image9.wmf]In figura sono evidenziati alcuni triangoli e i valori degli angoli relativi. Considerando p. es. i triangoli ACD e AFG, isosceli e simili, possiamo scrivere la proporzione AC:CD = AF:FG e poiché AC = (AF+FC), CD = AB = AF e FG = FC, la relazione diventa (AF+FC):AF = AF:FC
Posto AF:FC =   si ottiene in definitiva:
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                       (   2 −  − 1 = 0
uguale all’ equazione vista sopra, che mi consente di ricavare il valore di  = AC:CD = AF:FC
Il Timeo di Platone: i poliedri regolari e l’ armonica proporzione della creazione.
[image: image11.wmf]Anche in Platone (V°–IV° sec. a.C.) ritroviamo l’influsso della scuola pitagorica (di cui conobbe Archita, uno degli ultimi esponenti); egli individuò nei cinque solidi regolari (detti appunto platonici) le forme dei costituenti  ultimi e invisibili dei cinque elementi cosmici: terra (cubo), acqua (icosaedro), aria (ottaedro), fuoco (tetraedro), etere (dodecaedro).
In riferimento al mito della creazione del cosmo, Platone fa pronunciare al pitagorico Timeo, nell’omonimo dialogo, questo discorso:

“…cominciando a realizzare il corpo dell' universo, [l’ artefice] lo fece di fuoco e di terra. Tuttavia non è possibile unire due soli elementi senza disporre di un terzo: dunque in mezzo vi dev’ essere un legame che li unisca entrambi. Fra i legami il più bello è quello che faccia, per quanto è possibile, un' unica cosa di sé e dei termini legati insieme; ed è la proporzione che realizza ciò nel modo migliore. Perché quando di tre numeri, o masse, o potenze che siano, il medio sta all' ultimo come il primo sta al medio, e d' altra parte il medio sta al primo come l' ultimo sta al medio, allora il medio, divenendo primo e ultimo, e l' ultimo e il primo divenendo medi, così accadrà che tutti diventino necessariamente la stessa cosa, e diventando la stessa cosa fra loro, saranno tutti un' unità. […] E in questo modo e mediante questi quattro elementi il corpo del mondo fu generato, secondo un' armonica proporzione”.

Gli Elementi di Euclide: due costruzioni geometriche.
Il concetto della proporzione aurea viene poi ripreso negli Elementi di Euclide (~300 a.C.), ove troviamo la formalizzazione del problema e la sua costruzione geometrica. Nella proposizione 11 del libro II° leggiamo: “Come dividere un segmento in modo che il rettangolo che ha per lati l' intero segmento e la parte minore sia equivalente al quadrato che ha per lato la parte maggiore”, ovvero come trovare la parte medio proporzionale tra l' intero segmento e la parte rimanente.
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Nella figura qui a fianco è indicata la costruzione seguita da Euclide a partire da un segmento AB dato: si disegna la perpendicolare ad AB per B; si prende il punto O in modo che OB sia la metà di AB; si traccia la circonferenza di centro O e raggio OB; congiungendo O con A  si trova il punto C, intersezione di OA con la circonferenza; si riporta AC su AB, trovando il punto P.

AP è il segmento cercato e risulta:

AB/AP = AP/PB =         ovvero
          AB*PB = (AP)2
infatti i triangoli ABC e ABD sono simili per il I° criterio (angoli congruenti) e si può scrivere AD/AB = AB/AC  ma AB = CD per costruzione e quindi AD/CD = CD/AC =    per cui:

· il punto C divide AD in due segmenti fra loro in proporzione aurea;

· analogamente P divide AB secondo lo stesso rapporto.

Possiamo risolvere geometricamente anche il problema inverso: trovare il segmento AP tale che un segmento [image: image13.wmf]A
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assegnato AB sia la sua parte medio proporzionale. Per la costruzione si procede nel modo seguente, come mostrato in figura: si individua il quadrato ABCD di lato AB; trovato il punto medio M di AB, si traccia il cerchio di centro M e raggio MC, che interseca in P il prolungamento del segmento AB.

AP è il segmento cercato, in quanto:

AP/AB = AB/BP =       ovvero

         AP*BP = (AB)2
infatti i triangoli APD e BCP sono simili, e si può scrivere AP/AD = BC/BP  ma essendo AD e BC entrambi uguali ad AB ne deriva AP/AB = AB/BP =    ovvero:
· il punto P individua il segmento AP, in rapporto aureo col segmento AB.
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Un esempio di applicazione nell’ architettura: il Partenone di Fidia.
Come visto in Platone, il rapporto aureo assume un significato divino, in quanto esprime la molteplicità infinita nell’ unità armonica e viene perciò utilizzato nella costruzione dei templi.

L’ esempio più noto di edificazione secondo precise regole geometriche e razionali è il Partenone ad Atene di Fidia (V° sec. a.C.), il cui nome avrebbe suggerito il simbolo  scelto per il numero; qui non solo la facciata è inscritta in un rettangolo aureo ma anche l’ altezza delle colonne, del timpano e del fregio stanno in rapporto aureo rispettivamente con l’altezza totale, con la distanza tra il vertice del timpano e la sommità delle colonne e con l’ altezza dell’ intero architrave. 

Luca Pacioli e il trattato “De divina proporzione”.

A Leonardo sono stati anche attribuiti i disegni che illustrano il trattato “De divina proporzione” (1509), opera del matematico Luca Pacioli (1445–1514), che tratta di poligoni e solidi regolari e nel quale è esposta appunto la teoria della sezione aurea.

Curiosità nelle scienze naturali: la conchiglia del nautilus e la crescita di alcune piante.
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Se all'interno di un rettangolo aureo si disegna un quadrato con lato uguale al lato minore del rettangolo, il rettangolo differenza sarà anch' esso un rettangolo aureo. Ripetendo l'operazione si ottiene una serie di quadrati: tracciando, con il compasso, un quarto di circonferenza in ciascuno, si ottiene una linea curva detta spirale aurea, avente forma simile a quella che si osserva in certe conchiglie di organismi, come il nautilus, studiati in zoologia. [image: image16.png]


In botanica ritroviamo la successione di Fibonacci nello schema di crescita di alcune piante, come ad esempio l’ achillea ptarmica, in cui ogni mese ciascun ramo si biforca, generando un nuovo ramo, che si biforcherà a sua volta a partire dal secondo mese. In questo modo nel primo mese si ha un solo ramo, nel secondo due, nel terzo tre, nel quarto cinque riproducendo la serie 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21… già vista, in cui ogni termine è la somma dei due precedenti.

Le proporzioni del corpo umano da Policleto a Vitruvio, a Leonardo e a Le Corbusier.
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Policleto, scultore greco del V sec. a.C., aveva scritto un “Canone”, nel quale stabiliva i precisi rapporti geometrico-razionali fra le varie parti del corpo, cui si atteneva per le sue sculture. Le indicazioni sulle proporzioni del corpo umano sono esemplificate nella sua statua più celebre, il Doriforo e furono seguite anche da altri scultori greci (vedi p.es. i Bronzi di Riace).

Nel “De Architectura”, l’ architetto romano Vitruvio (I sec. a.C.) afferma, riferendosi al Canone di Policleto,  che le varie parti del corpo vengono così ad avere “le loro quote di misura, in date proporzioni […].Con un criterio simile le membra dei templi debbono avere nelle singole parti una corrispondenza e concordanza di misure con tutta la somma della grandezza totale”.

Ancora Vitruvio, riportando lo studio delle proporzioni del corpo umano, scrive: “Il centro del corpo è l' ombelico; infatti se si collocasse un uomo supino con le mani e i piedi aperti e si mettesse il centro del compasso nell' ombelico, descrivendo una circonferenza si toccherebbero tangenzialmente le dita delle mani e dei piedi. Ma non basta, oltre lo schema del cerchio nel corpo si troverà anche la figura del quadrato. Infatti se si misura dal piano di posa dei piedi al vertice del capo e poi si trasporta questa misura alle mani distese si troverà una lunghezza uguale all' altezza come accade nel quadrato tirato a squadra”.

Da tali indicazioni, nel Rinascimento Leonardo (1452–1519) disegna il famoso “uomo vitruviano”, e ne studia le proporzioni, mettendolo a confronto con un quadrato e con un cerchio (con centro sull' ombelico) circoscritti. Il rapporto tra il lato del quadrato e il raggio della circonferenza è il numero d’oro, così che  l' ombelico divide l’ altezza del corpo secondo tale rapporto. 

Infine nel 1948 l' architetto svizzero Le Corbusier (1887–1965) inventa il “Modulor”, una scala di proporzioni, basata fra l’ altro sulla regola aurea, per migliorare la funzionalità degli edifici. Egli, insomma, mira alla costruzione di abitazioni più vivibili e a misura d' uomo, stabilendo le proporzioni da usare, per costruire spazi in accordo con le misure anatomiche canonizzate.

Conigli e numeri di Fibonacci.
Nel 1202 Leonardo Pisano (Fibonacci), che aveva viaggiato in paesi arabi e nel Mediterraneo, scrisse il “Liber Abaci”, opera importante per la diffusione delle cifre indo-arabe (e in particolare dello zero) e della notazione posizionale con cui oggi scriviamo i numeri.

In un problema divenuto celebre, Fibonacci si chiedeva quante coppie di conigli discendano in un anno da una coppia, ipotizzando che ciascuna cominci a procreare dal secondo mese di vita, generando ogni mese un' altra coppia mista (maschio-femmina). Nel mese generico, le coppie fertili (pari al totale che si aveva due mesi prima) mettono al mondo altrettante coppie e queste vanno ad aggiungersi al numero che c’ era nel mese precedente; dunque per trovare il numero totale, non si deve far altro che sommare il primo numero col secondo, poi il secondo con il terzo, il terzo con il quarto, il quarto col quinto, e così di seguito.
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Si ha così la successione 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, etc. nella quale ogni termine è dato dalla somma dei due termini che lo precedono:

Fn+1 = Fn + Fn-1
Tale serie è detta di Fibonacci (e così pure i numeri che la compongono). Ma cosa c’ entra il rapporto aureo con questo problema che sembra solo un’ innocua curiosità? Secoli dopo Keplero (1571–1630) si accorse di una proprietà sorprendente della successione di Fibonacci: il rapporto tra due termini successivi approssima alternativamente, per eccesso e per difetto, il valore della sezione aurea, tanto meglio quanto più elevati sono i termini considerati. 

Applicazioni in musica.
I musicisti, che hanno a che fare con quantità intere o frazionarie finite (intervalli di tempo, durata delle note, numero di note e delle battute di un brano, etc.), si sono spesso basati non direttamente sul rapporto aureo ( è numero irrazionale), ma sulla così detta serie di Fibonacci, nella quale, come abbiamo visto, il rapporto tra due numeri successivi fornisce un valore approssimato di .
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Quindi, se prendiamo tre numeri consecutivi estratti in qualsiasi punto della successione (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, etc.), avremo, con una piccola approssimazione, dei valori numerici per la realizzazione di misure in proporzione aurea: questo è quello che hanno fatto diversi musicisti.[image: image20.png]


 Ad esempio Claude Debussy (1862–1918) era particolarmente attratto dalla sezione aurea, citata da lui come “le divine nombre” nella raccolta Estampes (1903) e usata, tra gli altri, nella composizione dei brani La Mer (1905) e Cathédrale Engloutie. Quest’ ultimo è un preludio per pianoforte di 89 battute, di cui le prime 68 hanno un tempo doppio delle restanti 21: in altre parole, alla battuta 68 il brano rallenta il tempo a metà.

L' effetto prodotto all' ascolto, quindi, riduce le battute di questa prima parte a 34, e il brano ha una lunghezza percepita da chi lo ascolta di 55 battute, vale a dire la sezione aurea (approssimata secondo la serie fibonacciana) di 89.
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